内 . 容 提 要 


数学 军力 学 上 的 诬 用 是 明显 的 ,比如 力学 上 的 一 些 计算 
襄 亚 用 到 峨 学 .但 是 力 学 对 了 数学、 比如 在 几何 中 的 应 用 ;大 
过 就 不 一 定 知道 的 很 多 了 ， 其 实 远 在 2000 生前 的 阿 基 来 德 ， 
就 世故 应 用 力学 上 的 物体 平衡 定律 等 来 证 明 一 些 几 何 命 通 
了 .学 过 物理 的 中 学 生 ， 玫 熟 范 牧 打 的 重心 和 力 的 不 衡 这 些 
力学 概念 ;本 书 引 用 了 这 些 力学 概念 ,来 举例 瞪 明 它们 如 何 用 
来 栎 朋 一 些 几何 命题 ， 内 容 只 浊 及 中 学 课程 缂 抽 - 一 些 物 划 和 
几何 的 知识 ;不 涉及 深奥 的 埋 坦 . 


加 者 的 新 


数学 课外 证 物 对 提高 学 生 的 学 习 兴 趣 , 学 好 数学 ,以 及 扩 
大 他 们 的 数学 知识 和 哲 域 ,具有 重要 的 剖 义 。 和 近年 米 , 越 来 越 多 
的 中 学 教师 和 中 学 人生 ,都 筷 切 希望 出 版 更 多 的 适合 青年 人 天 
请 的 首 俗 数学 柄 物 ， 在 一 些 关 心 青年 数学 教育 的 数学 家 的 热 
情 族 促 下 ,我 们 和 园 请 了 一 些 数 学 工作 省 ,着 写 这 一 套 “ 青 年 数 
学 小 从 甫 ”, 礁 备 陆 鲍 分 批 分 册 出 版 ,想来 适应 这 样 一 个 要 求 . 

者 虑 到 区 套 小 帮 己 基 中 学 生 的 课外 读物 ,在 稍 写 时 ,我 们 
希望 做 到 ,不 觅 离 学 生 现 有 的 知识 水 平 , 又 必须 在 已 有 基础 上 
逐步 加 深 和 提高 ,以 培 养 学 生 深 入 错 访 的 精 辛 ;要 介 千 一 些 课 
外 的 能 有 趣味 的 富有 启发 性 的 数学 知识 ,但 飞 不 完全 用 离 当 
前 数学 内 容 ,或 把 高 等 数学 中 的 内 容 简 单 的 搬 过 隶 . 

这 是 我 们 的 初步 想法 和 尝 就 ， 热 切 地 希望 数 : 学 工作 青 和 和 
订 者 对 我 人 的 工作 提 章 宝 趴 的 意见 和 建 识 , 更 希望 数学 工作 
者 为 青年 人 写 出 更 多 更 好 的 数学 课外 读物 

北京 市 数学 会 
1962 年 四 月 


作者 的 话 


北京 市 数学 会 举办 1962 年 度数 学 竞赛 ,在 竞赛 之 前 , 先 
对 中 学 生 作 了 几 次 区 演 。 这 本 责 就 是 我 所 作 的 一 次 认 演 稿 ， 
出 李 培 信和 , 江 嘉 秒 两 位 同志 示 录 , 大 由 江 窜 不 同志 执笔 整理 ， 
由 文 次 
1962 年 四 月 
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前 言 


数学 ,力学 以 及 其 他 各 学 科 , 尽 管 它们 研究 的 对 象形 形 色 
全 ,使 用 的 方法 干 变 万 化 , 但 它们 有 一 个 共同 的 目的 , 郎 它们 
都 是 为 了 品 识 客观 世界 的 规律 性 并 用 来 改造 客观 世界 而 发 
生 , 发 展 和 壮大 起 来 的 .在 这 个 共同 的 目的 之 下 ,数学 和 力学 
更 是 一 对 尝 涡 的 战友 ,它们 互相 支 所 和 推动 , 彼 距 启发 和 大 
助 。 : : 

数学 对 于 力学 的 作用 是 显明 的 。 由 于 数学 研 完 的 对 象 非 
常 普 源 ; 研究 的 范围 也 就 极其 广泛 , 不 葵 是 自然 科学 , 工程 技 
术 .、 国 民 和 经 济 以 至 于 日 常生 活 痢 不 能 不 和 数学 打交道 ;特别 是 
力学 ,更 要 用 到 数学 。 数 学 对 力学 家 说 米 儿 平 是 “不 可 一 日 无 
此 媳 ”"。 : 

但 是 反 过 来 ,力学 对 数学 的 帮助 也 并 不 小 :从 小 的 方面 来 
训 , 某 些 数学 定理 用 力学 方法 来 证 明 就 很 简单 , 某 些 数学 并 题 
从 力学 着 眼 来 考点 就 可 能 提供 一 些 解决 的 办 法 ;从 大 的 方面 
来 艇 ,出 力学 出 发 ,还 可 能 提供 新 的 数学 思想、 新 的 数学 万 法 ， 
从 而 产生 新 的 数学 分 支 。 自然 ,这 样 的 作用 并 不 是 力学 所 独 
有 的 . 数学 是 一 四 其 础 科学 , 它 羡 襄 识 和 改造 客观 世界 的 重 
要 武路 之 一 ,尽管 经 过 长 期 的 发 展 ,数学 有 一 套 独特 的 理论 系 
和 统 , 个 别 的 数学 家 在 个 别 的 时 期 表面 上 和 外 界 肌 节 ,但 就 数学 

广 


整体 以 及 整个 数学 家 队伍 来 诅 , 为 生产 实践 服务 不 仅 是 它 的 
- 主要 目的 ,也 训 以 说 是 它 的 唯一 目的 。 它 不 能 不 经 常 对 外 来 
任务 提供 或 摸索 解决 办 法 ,还 通过 它 不 断 从 外 界 吸 收 营养 ,来 
.壮大 自己 的 力量 。 这 种 外 来 的 推动 来 自 各 个 态 面 ,但 从 历史 
的 久远 和 影响 的 互 夫 来 看 ,力学 的 作用 特别 显著 。 例 如 , 微 积 
分 的 产生 ,力学 就 起 了 决定 性 的 作用 .。 在 十 太 伦 和英 图 工业 
革命 的 精 果 ,工业 的 过 述 发 展 和 技术 革新 都 要 求 深入 了 解 物 
体 的 运动 规律 , 因而 对 力学 提出 了 很 多 急 待 研究 的 冰 题 ! 杰 解 
决 这 些 间 题 , 原 米 的 数学 工具 已 经 不 够 用 了 , 妃 切 需要 一 个 新 “ 
的 数学 工具 。 这 就 是 微 积分 产生 的 原因 . 

力学 对 数学 的 应 用 其 至 可 以 沁 泪 到 2000 年 前 。 那 时 是 
- 罗 局 帝国 称雄 的 了 时代, 有 一 位 著名 的 科学 家 阿 基 米 德 . 他 对 
二 物体 在 液体 中 的 浮沉 原理 的 发 现 是 众 所 周知 的 ,在 中 学 的 
物理 数 科 甫 中 ,就 提 到 它 。 他 在 数学 上 的 主要 页 献 是 一 些 玫 
何 图 形 的 面积 和 体 秘 的 许 算 。 这 些 在 今天 看 求 仍然 不 是 径 而 
易 举 的 ,而 在 当时 就 更 难得 了 。 阿 基 米 德 从 力学 考 碟 入 于 提 
供 了 新 的 方法 .这些 方法 用 上 比较 近代 的 观点 来 看 ,属于 积分 的 
范围 。 阿 基 米 德 的 主要 属 作 之 一 就 叶 伐 “一 些 儿 何 合 题 的 力 
学 证 明 ”。 . 

学 过 物理 的 中 学 生 , 都 熟悉 物体 的 重 必 和 力 的 平衡 这 点 
力学 概念 。- 本 书 引 用 了 这 些 力学 壮 念 ,举例 就 明 它 们 和 如何 用 
米 证 明 一 些 几 何 命题 。 ， 

本 刷 内 容 只 涉及 中 学 弗 程 里 的 一 些 物理 和 儿 何 的 知 襄 ， 
不 涉及 深奥 的 理论 。 


村 


一 重心 概念 的 应 用 


一 根 称 ,如 果 它 的 质量 均匀 分 布 , 它 的 重心 就 在 榨 的 中 
史 ; 如 果 榨 的 质量 不 是 均匀 的 ,密度 大 小 各 处 不 同 , 它 的 重心 
就 可 能 仿 在 某 处 。 但 时 不 管 和 
样 ,只 要 在 重心 那 一 点 把 征 支 “一 宝 一 一 
起 ,就 可 以 入 这 程 棒 达 到 平衡 
(图 1)， 同样 ,在 一 个 平板 的 图 1. 

重心 那 一 点 将 这 平板 支 起 ,也 能 达到 平衡 (图 2). 在 最 简单 的 
情形 ,只 有 有 请 个 性 点 1 入, 它们 的 杆 量 分 别 是 名 和 和 5， 
那么 这 两 个 奸 点 的 恒心 六 就 在 

型! 和 Ws 这 两 点 的 连 科 上 (图 3). 

它 把 楼 段 林 1 有 开 3 分 成 下 面 这 个 
比例 ， 


» . Hr a My 31 
元 三 角形 有 许多 有 趣 的 性 寻 是 
大 家 熟悉 的 。 例 如 ,三 条 中 况 交 村 一 点 (重心 ) ,三 条 高 交 于 一 
点 (重心 ) ,于 条 内 分 角楼 变 于 一 点 (内 心 ) ,等 等 。 我 们 现在 从 
力学 出 发 水 牙 明 三 条 中 揽 葡 了 一 点 
设想 有 一 个 三 角形 板 , 质 


量 均匀 分布 。 那 么 它 的 重心 成 人 Mn) Mm tm Mamta 
2 

孩 在 什么 地 方 呢 ? 我 们 把 这 个 4 

三 角形 板 分 成 许多 沿 斌 边 平 行 图 3. 


的 狭 荣 (图 4)、 当 这 些 狼 条 分 得 根 
糊 时 . 它 的 重心 就 在 它 的 中 点 。 所 
有 这 些 狼 条 的 重心 就 都 在 三 角形 板 
底 边 的 中 糖 .上 ,因此 整个 三 角形 板 
的 重心 也 就 在 这 条 中 粮 上 。 和 同样 道 
理 , 这 个 三 角形 板 的 重心 也 在 另外 图 4， 
两 条 中 级 上 ，。 可 网 三 角形 的 三 条 中 入 相 交 在 一 点 , 印 这 个 三 
角形 的 重心 ， 

我 们 也 可 以 摸 一 种 方法 来 考虑 ， 识 想 在 三 角形 的 三 个 顶 
点 处 有 相同 的 质量 咱 ( 图 5 )。 我 们 来 看 这 三 个 贤 点 的 重心 应 ， 

Aim! 该 在 什么 地 方 y 买点 如 (oa) 和 
0 Cm》 的 重心 在 底 边 BG 的 中 
点 已 处 , 质量 是 2 名， 质点 
“如 (2m) 和 寅 点 4(m%) 的 重心 ， 
也 就 是 三 个 里 点 42m) .五 (oo 
和 Ce) 的 重心 ,应 芒 在 4 这 
条 中 炉 上 , 寿 且 这 个 重心 如 将 粮 段 4D 芬 成 下 面 的 比例 : 
A : HD=2n: mn. 

即 4 及 一 2MD. 可 昂 4 机 一 训 4D,MD=-34D， 同样 道理 ， 
重心 上 也 应 藤 在 另外 两 条 中 酉 上 。 于 是 三 条 中 线 和 都 相安 在 
重心 用 这 一 点 , 它 和 每 个 顶点 的 距离 等 于 相应 中 如 长 度 
的 3， 

开 面 是 设想 三 个 顶点 处 有 相同 的 质量 的 情形 。 现 在 我 们 
”来 看 如 果 这 三 个 顶点 处 器 量 不 同 ,将 会 发 生 什么 情形 y 例如 ， 
8 


在 项 点 4 处 的 滴 量 等 于 对 过 


入 B80 的 长 度 5i 同样 ,在 另外 
4 。 ”请 个 顶点 B.O 处 的 质量 也 
> 等 于 它们 对 边 的 长 度 b.6 

区 站 (图 6)。 里 点 吾 .C 的 重心 
BB 许 ” Co 万 在 线段 BC 上 , 它 把 线段 - 
”图 6. BC 分 成 下 商 的 比例 ， 


BD:DO=6eb= AB:!AO. 

可 蜀 AD 号 角 4 的 平分 粮 (二 角形 的 角 丰 分 各 把 对 边 分 成 的 
涓 如 段 和 两 条 邻 边 成 比例 )， 于 是 实 点 本 和 石 的 重心 ,也 就 
是 整个 质点 系 4、,B.0O 的 重心 型 ,应 起 在 这 条 人 平分 线 4D 
上 。 间 样 道理 ,这 个 重心 也 应 蕊 在 另外 两 条 角 平 分 线 上 : 这 
样 ,我 们 就 很 渍 楚 地 看 出 了 三 角形 的 三 内 和 角 平 分 模 应 该 变 填 
一 点 。 

如 果 我 们 把 三 顶点 处 的 质量 分布 再 变化 一 下 (图 7, 商 4， 
角 瑟 , 角 C 都 是 襄 角 ) ,也 可 以 蒜 明 三 角形 的 三 条 高 次 于 一 点 ， 

现在 我 们 考虑 更 一 般 
的 情形 。 设 想 遂 过 三 角形 A {tan A) 
4PO 的 每 个 什 点 处 有 一 
条 直 祝 (图 8 ), 把 对 过 分 
成 的 比 俩 分别 是 &, BB、Y， 
让 BD:DO=a, 

CR: EA=8, PitanB} | 已 Cimamncl 
AF:FB=7Y. 图 ? 


假若 4D、BE.OF 这 三 条 
要 六 变 于 一 点 ,我 们 来 看 
<.B.yY 之 间 有 什么 样 的 英 
FE 系 . 设 柱 在 顶点 4、B、 0 

处 分 别 有 里 基 m1、 %; 和 

Bime} Dn Cima ma, 我 们 总 可 以 选择 和， 
琶 8 Wy, mg 使 得 下 是 定点 4、 

好 的 重心 ,同时 召 是 质点 4.C 的 重心 ,部 选择 rains ,yw%ts 使 得 


3 WY, ms = B. 


em 


所 以 ,显然 整个 质点 系 4, B,C 的 重心 小 应 散在 BB 和 CF 
的 变 点 处 . 既然 直 强 AD 也 通过 这 个 重心 , 所 以 呈 一 定 是 守 
点 五 ,0 的 重心 (人 很 未 B、O 的 重心 不 是 万 而 大 另外 一 点 D'， 
那么 整个 质点 系 了 44, 五 、C 的 重心 也 就 不 在 AD 上 , 而 在 A 
上 了 ) ,因此 也 应 该 有 


His # Mog = or, 


所 以 ,如 果 4D、BE、CE 交 于 一 点 肝 ， 尘 么 


m. Ht Hla 
. | 1 2 

A am 一 .一 
Wi My 下 1. 


反 过 来 ,如 果 ac.B-7= 1 ,我 们 总 可 以 选择 适当 的 mtvwas za， 
作为 二、 五.C 的 实 量 , 使 得 于 点 B.C 的 重心 正好 在 万 , 贸 点 
C ,4 的 重心 下 好 在 召 , 而 同时 圭 点 4, 吾 的 重心 也 正好 在 如 
(例如 ,车 mi 一 1, 9 一 7 ,ws 一 坟 ) 。 因 此 整个 里 点 条 4、.B.C 
的 重心 应 孩 同时 在 4D、 BB、CF 这 三 条 次 杂 上 ,可 见 这 时 
4D、BB.CF 交 于 一 点 。 这样, 我 们 就 证 明了 三 角形 的 西 瓦 
(Gava) 定 理 : 4D、B 避 ,CE 交 于 一 点 的 充分 必要 的 条 件 是 
了 


CO 一 在 _ . 

从 上 面 这 些 货 子 春 米 , 应 用 力学 的 重心 概念 不 仅 可 以 入 

化 茶 些 几何 命题 的 证 明 , 很 自然 地 得 到 所 要 的 吾 论 .而 且 也 能 

够 自然 而 然 地 发 现 某 些 几何 事实 。 我 全 再 举 一 例 来 蜗 明 如 何 
利用 重心 概念 来 发 现 一 个 几何 图 形 的 性 实 ， 

设想 在 一 个 四 面体 (图 9 ?的 四 个 项 点 4,8.0C .处 有 相 

atm 同 的 尼 量 %。 视点 4， 

”8 的 重心 在 辜 丰 48B 的 

由 点 冲 a 匀 点 人 .六 的 

重心 在 粮 段 C.D 的 中 点 

有 np， 所 以 加 点 M8 

(300) 和 付 点 条 co (3514) 


的 重心 ,也 就 是 整个 质 
响 和 点 系 4.8.C .DD 的 重心 
好 ,应 瑟 在 种 段 及;4x 半 ow 的 中 点 。 辐 样 ,这 个 重心 开 也 应 该 


在 BC 的 中 点 下 we 和 4 的 中 点 省 加 的 下 入 上 , 也 在 条 
和 开 sn 的 巡 线 上 二， 因此 ,如 果 把 4B 和 CD 时 做 圣 边 , 那么 ， 
我 们 就 十 分 自然 地 看 出 :四 面体 的 三 双 对 边 的 中 点 详 攻 相交 
在 一 点 ,部 四 面体 的 重心 。 全 

我 们 也 可 以 换 一 种 方 
法 来 求 这 个 重心 此。 贸 
点 BB.O,D 的 黑心 仙 prp 
在 三 角形 BOD 的 重心 外 ， . 
即 三 条 中 如 的 交点 。 因 此 图 iu， 


整个 里 点 条 4、.B.O.D 的 重心 型 ,就 在 入 段 4 和 rra 上 ,部 
实 点 4(m) 和 袖 点 和 pon(3mr) 的 重心 所 在 处 . 于 是 线段 
441 的 长 度 等 于 4 必 acp 的 长 度 的 羡 。 同样 , 这 个 重心 也 在 
线段 EE cpa 吉政 oa 和 了 型 ssr 上 。 因此, AM goo、 BM cepa、 
CM oas 和 了 DL4ge 这 四 个 强身 义 应 臣 相 交 在 型 这 一 点 .这 
样 ,我 们 很 自然 地 发 现 了 上面 所 证 的 几何 事实 ,部 四 前 体 
4BCD 共有 七 条 上 面 所 说 的 特殊 粮 段 相交 在 一 点 ， 

对 于 四 画 体 ,我 们 老 惠 了 在 各 个 项 点 处 里 量 分 布 相同 的 
情形 。 如 果 各 个 顶点 处 的 质 营 各 不 相同 ,我 们 又 可 以 得 到 什 
` 么 样 的 精 论 呢 f 是 奇 可 以 得 到 类 似 于 三 角形 的 西 瓦 定理 那样 - 
的 命题 呢 ? 这 个 问题 留 答 误 者 自己 去 解答 ， 


二 力 系 平衡 概念 的 应 用 


力 ,是 造成 运动 改变 的 原因 ,通常 用 一 个 第 头 来 表示 ;入 
头 的 方向 表示 力 的 作用 方向 ,箭头 的 起 点 表示 力 的 作用 点 , 利 ， 
”7 头 的 长 短 玫 示 力 的 大 小 (图 
-一 一 11》， 可 网, 一 个 力 是 由 三 
1 个 因素 组 成 , 序 力 的 方向 \ 大 
小 和 作用 点 下 面 我 们 把 一 个 力 计 为 & 并 把 它 的 大 小 苇 为 
Es 
我 们 设想 用 一 条 理想 的 
克 来 拉 一 个 物体 (图 12), 只 要 
使 用 的 力 一 绊 大 ,作用 的 方 _--- 
向 一 样 ,那么 不 葵 这 个 力作 图 12. 
.12 


围 

用 在 艳 上 哪 一 点 , 它 所 产生 的 效 困 总 是 一 样 的 、 这 个 性质 就 
是 力 的 传递 性 。 为 既然 有 传递 性 ,所 以 有 时 了 岂可 以 不 考虑 力 
的 作用 点 ,而 只 者 虚 力 的 方向 和 大 小 。 

”现在 设想 有 一 物体 受 许多 力 的 作用 ,这 些 力 移 成 一 个 力 
柔 。 这 个 力 柔 对 这 物体 所 产生 的 总 效果 究 苋 怎样 昵 。 我 们 多 
考虑 两 个 力 ,它们 作用 在 一 点 ,总 的 效果 就 象 物 休 受 单独 一 个 
力 的 作用 一 样 , 这 个 力 称 为 这 二 力 的 合力 , 它 的 方向 、 大 小 可 
用 下 面 这 个 几何 方法 求 得 , 在 6、 的 作用 入 相合 时 , 合力 是 
很 明显 的 :假使 不 相合 ,那么 以 力 忆 和 站 为 边 的 平行 四 边 形 的 
对 角 炉 就 可 代表 这 合力 忌 十 言 的 大 小 和 方向 ,也 就 是 力 台 和 
言 的 总 效应 (图 13) ， 如 果 这 两 个 力 
不 交 于 一 点 ,但 作用 蒋 交 于 一 点 , 邳 
么 可 以 把 这 两 个 力 移 到 这 个 交点 


图 3 后 ,再 应 用 上 迟 平 行 四 边 形 法 则 来 
求 得 它们 的 合力 ， 如 图 13 所 未 ,合力 十 如 和 力作 成 的 站 
是 及, 和 力 寺 作成 的 角 是 ;那么 
3 
如 果 一 个 平面 上 的 二 个 力 习 和 也 的 作用 楼 平行 ,它们 的 
方向 及 相同 (图 14 ) ,那么 合力 下 


忆 二 到 的 作用 粮 和 这 一 力 的 作 
- 用 粮 平 行 , 其 好 的 监 离 四 和 吧 


有 下 面 的 关系 ， > 
bl 
图 好 9 el” 


合力 下 二 证 的 浪 向 也 就 是 这 二 力 的 方向 ,合力 的 大 小 是 这 二 
力 太 小 的 和 : 
[e+ 一 Tai+i 1 
假如 忌 和 了 的 作用 缕 平 行 , 但 方向 相反 , 拓 且 力 w、 了 的 
大 小 不 特 ( 图 15) ,那么 合力 的 作用 搁 也 和 力 双 忌 的 作用 继 平 


eo _—»_------ 行 , 它 限 这 两 条 站 加 的 距 交 
5 
-可 区 和 dz 有 下 面 这 个 关系， 


国 啼 | 


ee 条 [al 


图 15, 合力 的 方向 是 这 二 力 中 较 大 的 
一 力 的 方向 ,合力 的 大 小 是 这 二 力 大 小 的 差 ; 
je+ = lc-121|. 

假如 力 和 启 的 作用 六 不行 , 方向 相反 , 填 且 为 .了 台 的 
大 小 相等 (图 16) ,那么 这 二 力 ”--_----- 
的 总 效应 是 一 个 旋转, 因此 不 | 
能 用 - -个 单纯 的 力 来 代替 . 这 ---- 上 站 一-----~- 
时 候 力 & .也 称 为 一 个 力 候 . 图 ie， 

因此 ,对 于 由 许多 在 同一 焉 面 上 的 力 租 成 的 一 个 平面 力 
柔 , 我 们 总 可 以 依次 一 个 一 个 地 加 起 来 ,最 后 求 得 整个 力 柔 的 
总 效应 ,或 者 能 够 用 一 个 单纯 的 力 来 代 玲 ,或 者 它 的 总 效应 是 
一 力 博 。 . 
如 果 一 个 力 系 的 合力 是 雳 ,就 是 它 的 总 效果 对 所 作用 的 
物体 并 无 影响 ,那么 称 这 力 系 处 在 平衡 状态 ， 例 如 在 同一 条 
作用 栈 上 的 二 力 大 小 相等 方向 相反 ,那么 这 二 力 成 平衡 。 三 
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个 力 中 二 力 的 合力 和 第 三 力 成 平衡 ,那么 这 三 力也 平 街 。 我 
们 有 下 面 这 个 简单 原 还 ， 

原理 1 平面 三 力 成 平衡 ,那么 三 力 旭 或 者 平行 ,或 者 变 
于 一 点 (图 17)， 、 _ 


1 一 - 

营 
Te 一 = 一 一 上- 中 一 下 -一 一 一 一 一 下 =- - 一 一 

a 上 

一 1 

rr 

4 

i” i 
图 17. 


可 以 利用 这 个 原理 证 明 某 三 条 不 相 平行 的 直 粮 交 于 一 
点 ,只 页 能 设法 我 到 三 个 力 成 平衡 .而 它们 的 作用 灯 就 是 要 
考虑 的 那 三 条 直线 。 下 面 举 些 例子 来 裔 明 这 个 原理 的 应 用 、 
设想 在 三 角形 480 的 底 
边 BC 上 有 二 力 信和 避 成 古 
衡 ;在 边 40 上 有 二 力 了 和 六 
成 平衡 , 在 边 4B 上 也 有 二 力 
。 各 分 成 不 衡 ( 图 18 》, 因 此 整 
个 力 柔 处 在 平衡 状态 。 再 珊 各 
个 力 的 大 小 都 相等 萌 18, 
[el=131=1e =! =1 = 10). . 
现在 我 们 换 一 种 方法 水 时 算 这 力 悉 的 合力 :如 图 18 所 示 , 力 
入 力 《的 合力 ,用 这 二 力 所 决 定 的 平行 四 边 形 的 对 角 灯 来 
表示 。 既然 | 好!=| 相 ,所 以 这 条 对 角 如 也 就 是 从 和 角 4 的 在 分 
强 , 凶 六 + 5 的 作用 灯 是 4 角 的 平分 权 ， 间 样 ,+ 的 作 
甩 楼 是 互 自 的 平分 剖 ,+ 的 作用 强 是 0 衣 的 焉 分 粮 。 猎 
15 


然 整个 力 系 处 于 平衡 状态 ,所 以 这 三 条 作用 粮 交 于 一 点 《平行 
不 可 能 ,为 什么 ?” 训 者 可 自己 考 虚 一 下 )。 这 样 ,利用 力 的 平 
衡 构 念 ,很 简单 地 证 明了 三 角形 三 内 角 平 分 寻 安 于 一 点 。 

将 图 18 和 个 为 的 分 布 稍 加 
变动 ， 如 图 19 所 示 ， 将 力 艾 和议 
对 调 , 也 可 以 很 自然 地 看 出 :三 角 
“ 形 一 内 人 角 的 平分 模 和 其 余 两 外 角 
` 的 平分 黎 奕 于 一 点 ， 

上 上 面 考 处 的 起 仙 定 所 有 各 力 
的 大 小 都 相等 的 情形 。 如 果 要 使 .， 图 19. 
整个 力 系 不 衡 ,只 说 每 边 上 的 二 力 大 小 相等 也 就 可 以 了 。 我 
们 来 看 看 在 这 种 情形 下 ,又 可 以 得 到 什么 样 的 精 葵 。 如 图 20 
所 示 , 如 果 通 过 项 点 4、 BB、 
C 的 三 条 直 粮 A4D、BE、 
CP 相交 在 一 点 , 那么 总 、 
可 上 以 选择 如 图 20 上 的 力 
《条 ,使 “0 的 合力 的 作用 


图 320， 各 是 8 如, 而 W、 六 的 合力 
作用 杀 是 CF ,即使 得 

~ . 一 
SEC _ |a}l sing [5|] 
i | 

> =, 一 ee > > 

lel=1e'l, {211 ic1=| et. 

科 


由 于 整个 力 双 平衡 ， 所 以 力 下 和 6 的 合力 作用 粮 应 赤 通 过 BE 
和 CB 的 变 点 , 朗 Pe 的 合力 作用 多 是 4D, 因 此 也 就 有 
16 
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. Sn " SinB “ siny” ~ 
反之 ,假如 这 个 条 件 满足 ,那么 总 可 以 投 到 上 画 这 种 平衡 力 
条 ,使 得 


， -人 > 7 - 人 
sinxr _|al sims ti siny |el 
J" > sina 1 oing 到 
Bllly [6 S11 fa’| sing el 


因而 三 条 合力 作用 各 AD、BB,CF 安 于 一 点 ， 这 个 事实 也 称 
为 三 角形 的 西 瓦 定理 , 它 和 前 面 所 提 人 划 的 贡 紫 定理 事实 上 起 
等 价 的 。 痢 图 20 的 平衡 力 系 
稍 加 变动 ,如 图 21 所 示 , 也 可 
得 到 类似 的 精 果 (由 于 质量 
必须 是 正 的 ,所 以 这 一 情形 . 
' 不 能 利用 质量 手 念 求 推出 ) ， 

对 于 力 采 平衡 构 念 ,我 
， 图 | 位 还 有 卡 硬 这 个 简单 原理 ， 
六 理工 候 如 平面 力 系 有 一 不 等 于 9 的 单 本 人 台 广 ;通过 


三 、BB、O、…i 溃 点 ;那么 4、 -一 一 一 
B. 个 ,在 一 遭 灵 上 《图 . | 
22), 部 在 这 合力 的 作用 友 上 . .图 22. 
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这 个 原理 可 以 用 求证 明 某 些 几 何 图 形 某 几 点 共 缕 的 命 
题 , 朗 涝 左 一 力 条 , 它 的 总 效果 就 是 它 的 合力 省 过 这 些 点 ， 

我 们 利用 这 个 原理 来 薄 明 :三 角形 二 内 角 焉 分 铝 和 其 余 
一 外 和 角 丰 分 粮 各 和 
对 过 的 交点 在 一 直 
入 上 @。 如 图 23 所 
示 , 在 三 角形 4BC 
的 三 边 B80、 GA 和 


48 各 到 一 力 #、 
世 23。 至 a 它 摘 的 大 小 
相 党 ， 


i# l=11=7e| (#0). 

将 力 记 各 移 到 顶点 4, 由 于 它们 的 大 小 相等, 合力 了 + 的 
作用 名 是 角 4 的 平分 楼 AB， 饶 然 力 5 的 作用 入 是 BO, 所 以 
获 个 力 系 的 合 为 中 十 也 直 二 应 芒 通 过 A 和 .BO 的 交点 ， 即 
合力 区 十 ++ 局 少 过 点 加 .同样 , 先 考 虞 十 或 WW 二 6， 也 
.自然 春琴 这 个 合力 要 遂 过 角 0 的 内 外 平 分 粮 CF 和 对 边 的 交 
点 万 ,也 通过 角 8 的 外 角 平 分科 BD 和 对 边 的 交点 D， 了 然 
合力 二 如 + 如 通过 D. 太 .FPF 二 点 , 夺 且 屁 然 六 0， 可 晃 也、 
五 .有 在 一 直 粮 上 . 

原理 了 不 仅 可 以 用 来 “ 定 明 ” 几 点 共 强 的 几何 命题 ,而 且 
胡 够 十 分 自然 地 “发 更" 这 种 命题 。 假如 , 在 图 23 中 的 三 力 ， 


全 在 这 里 和 以 居所 举例 中 ,我 们 都 假定 不 出 更 平行 的 情形 , 虽 扣 支 个 博 
并 仍 可 作 姜 但 的 考虑 . 
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如 果 大 小 不 等 ,我 俩 
会 得 到 什么 样 的 辕 认 

上 唱 ? 如 图 24 所 示 , 通 
过 顶点 4、B,O 的 三 
.直入 4E, BD, OF， 

各 和 对 边 想 灾 在 如、” 


已 . 克 三 点 ,它们 和 共 图 24. 
余 两 邻 边 的 夹 角 分 别 训 为 Y,B sa,Y B89, 我们 总 可 以 选择 
三 个 力 @B6 ,使 得 

sing _ [DI siny 18 


上 | 

部 4 + 二 的 作用 厅 是 - OF ,二 的 作用 继 是 4 盏 .因此 玛 个 
力 系 的 合力 可 十 兰 十 《的 作用 缕 是 直线 BF。 现在 腿 如 甩 ， 
过 ` 卫 三 点 在 一 直 态 上， 即 合力 作用 矿 忆 太 通过 点 DD， 由 丁力 
台 通 过 点 D， 所 以 力 #+ 也 必须 通过 点 刀 , 好 BD 是 为 名 
+ 的 作用 强 , 因 此 也 有 


sima _ Jal 
siny’ ~ pl " 
于 是 , 当 辐 \ 了 、 卫 三 点 共 米 时 ， 
sina _ sing siny 
Sin sj ~ siny 一 1. 


入 过 米 ,假如 这 条 件 成 站， 该 照 上 画 所 取 的 力 么 0D, 自然 
也 有 


， = 
sj _ |a al 
Biny 


Ei 
部 + 的 作用 辜 是 BD， 自 此 可 见 , 避 .P. 力 三 点 共 米 我 
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们 从 力 系 平 衡 概 念 出 发 得 到 的 这 个 使 题 由 做 三 角形 的 美 山 拉 
Rienelaus) 定 理 。 
由 平面 上 四 条 直 经 [1 [a、Ls、J 构成 的 图 形 叶 做 一 个 完 
本 四 边 形 (图 25)， 
它 有 六 个 顶点 is， 
yas A1s, Asgs Al4s 
dzs， 其 中 Als, sg 
称 为 相对 顶点 , 等 
等 。 它 有 四 条 边 以 
及 四 个 兰 角形 。 在 
每 一 顶点 处 有 两 条 - 
” 角 平分 缠 , 互相 垂 
图 25. 圳 ,这 些 角 下 分 神 
中 用 些 三 条 变 于 一 点 , 朗 四 个 三 角形 的 四 个 内 心 和 十 二 个 傍 
心 。 我 们 更 在 从 力学 者 点 出 次 ,来 看 它 还 有 什么 别 的 几何 性 
儒 、 我 们 在 每 一 条 下 粮 上 上 作 一 个 力 , 但 在 HL 上 ,w 在 Ts .上 ,等 
等 ,如 图 25 所 示 。 这 些 力 的 天 小 都 相等 ， 
[ 术 1=1[ 配 |=[ 本 | 一 [| (0)， 
将 力 三 和 由 移 到 顶点 Lis, 它们 的 合力 作用 入 应当 是 在 Aiw 
处 的 一 条 角 平 分 态 。 再 将 而 和 有 下 移 到 顶点 ds 处 ,它们 
的 合力 作用 焰 又 应 当 是 在 4 s 处 的 一 条 角 平 分 缆 。 因 此 整个 
力 系 的 合力 本 十 区 十 鸣 十 同 的 作用 碎 应 项 通过 这 两 条 角 下 分 
粮 的 安 点 至 同样 , 苍 别 者 虑 合力 而 上 网 和 王 十 玫 肝 ,整个 
力 系 的 合力 作用 米 也 要 通过 项 点 Ass 处 的 一 条 角 在 分 粮 和 对 
20 


项 点 da 处 的 一 条 角 平 分 线 的 变 点 好 ， 同 样 ,这 条 作 用 如 也 
通过 项 点 4 和 ss 处 两 条 角 平 分 线 的 点 只 。 弃 然 机 十 让 
二 03 二 tm 的 合力 通过 万. 天.G 这 三 点 ,可 见 吾 , 下 .G 在 一 条 雪 
黎 .上 ， 于 是 ,我 们 从 力学 的 考虑 出 ,很 自然 地 发 现 了 完全 四 
边 形 三 双 相 对 项 点 处 的 角 平 分 米 的 交点 在 一 直线 上 上 。 象 这 样 
的 直 科 一 共有 8 条 . 这 个 事实 是 到 十 思 世 可 村 发 现 的 ! 从 邢 
个 的 尘 不 出 发 ,证 其 却 开 不 简单 。 

我 们 再 利用 原理 来 证 明 有 名 的 巴 斯 加 (Pascal) 定理 。 
圈 肉 搂 太 边 形 三 双 对 边 延 米 的 交点 在 一 下 烧 - 上 (图 26), 在 
加 内 搂 太 边 形 中 边 A14，。. 
和 44s 称 为 相对 边 ,它们 
的 变 点 是 吾 , 相 对 边 dsA， 
和 4s4s 的 欧 点 是 己 , 而 
ds4s 和 -4d64i 的 刻 点 是 
全 - 巴 斯 加 发 现 召 . 忆 .G 
三 点 在 一 坦 态 上 ,在 当 
只 是 一 种 趣味 性 的 精 果 ， 
意义 厦 不 很 大 , 但 到 十 九 
世 程 却 发 现 这 个 定理 对 图 雏 曲 六 志 成 信 ; 莽 且 可 以 作为 整个 
间 翁 而 辜 的 理论 基础 、。 和 有 我 们 中 学 里 的 几何 党 主要 是 考 虚 几何 
图 形 的 庶 量 性 人 质 ,时 做 欧 儿 里 得 儿 条 。 在 十 九 世 妨 中 ,出 现 了 
一 站 新 的 开 何 学 ， 以 研究 图 形 的 在 让 、 相 诡 等 所 清 匆 影 性 贤 为 
主 , 虹 做 捞 影 才 何 。 这 一 四 几何 堂 的 他 立 、 发 展 和 和 贷 定 基础 ， 
是 十 九 世 入 不 少 主要 几何 举 家 专注 工作 的 精 果 。 到 十 九 记 护 
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未 ,他 们 还 发 现 束 个 投影 几何 可 贫 基 在 一 些 简 单 命题 以 及 巴 
斯 加 定理 (或 虑 它 相 当 的 定理 ) 之 上 ,而 巴 斯 加 定理 在 这 些 合 
是 里 双 占 据 着 特殊 位 置 。 因 此 ,在 今天 看 来 , 巴 斯 加 定理 的 意 
义 就 和 发 现时 的 情况 完全 不 同 了 。 
为 了 利用 原理 工 米 证 明 巴 斯 加 定理 ,我 们 应 于 设法 找 出 
一 个 力 季 ,使 它 的 台 力 通过 畏 . 了 .G 三 点 就 行 了 ， 在 证 明之 
前 ,我 们 先 来 考虑 一 下 ,如 图 27 所 
池 ; 图 内 接 同 边 形 A4145As.4; 的 每 
一 边 上 各 有 一 力 ,在 什么 条 件 下 ， 
这 四 个 力 成 东 衡 ? 合力 wa-+ons 
的 作用 克 通过 41, 合力 w+ 
的 作用 粮 通 过 44， 因此 ,假如 要 


~ 全 


-全 a 、 
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图 27， 面 两 个 合力 作用 糖 望 合 , 序 必须 
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厅 理 可 以 得 到 


了 | _ 1as| dos| 。，1aae| 
2 A 14 了 sd“ 


可 见 ， 要 便 方 示 A, da ge, 平衡， 必须 每 一 边 上 的 力 和 对 
和 近 长 府 的 比 是 一 常数 ， 反 过 来 ， 
也 容易 验证 ,假如 这 个 条件 满足 ， 
力 柔 也 的 确 平 衡 . 
根据 上 而 所 部 的 道 理 , 显然 
如 在 加 肉 接 四 边 形 的 一 双 对 边 
Asds 和 444s 上 葵 了 两 个 力 -drs 
和 da (图 28) ,使 得 


-> 
| et __ [es 图 28. 
gd ”414 


那么 ,总 可 以 用 另 一 双 对 边 41A4 和 4sAs 上 的 两 个 力 ws 和 
aa 去 代 苦 ,它们 的 天 小 和 对 边 长 度 的 比 正 好 就 是 上 面 绪 个 已 
知 的 比值 ,部 


一 一 一 -> 
eatl _ Leal aul Ianl 
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因此 ,这 两 个 渐 的 力 和 原来 两 个 力 的 总 的 效果 相同 ， 


一 > 一 一 一 
fy 十 fd1 19 TT Cgs 


现在 来 证 明 巴 斯 加 定理 ,如 图 26 所 东 , 我 们 在 图 内 接 太 

边 形 的 每 一 边 上 作 一 个 力 , 珊 靶 选取 这 些 力 ,使 得 整个 力 系 的 

合力 通过 吾 . 卫 G 三 点 。 我 们 先 考 虑 使 合力 通过 点 殖 力 

ts A cas 姨 然 分 别 在 4 Lo 和 和 4 上 ,所 以 Det Gs 自然 通 

过 41dls 和 4ds 的 区 点 加 ,所 以 我 们 只 须 考虑 如 何 选择 其 余 
如 


”四 个 力 使 它们 的 合力 通过 吾 
郎 可 ， 先 看 周 内 接 四 边 形 
A14sdsde 的 对 边 As ds 和 
4 上 的 两 个 力 wa 和 Ts. 
模 据 前 问 所 襄 的 道理 , 只 要 
这 两 个 力 的 大 小 和 对 边 长 座 
成 正比 ,就 可 以 用 在 另外 一 
双 对 过 AA; 和 A 上 的 两 
. 个 力 Ws 和 5a 去 代 蔡 (图 29)， 
使得。 : 

J as) _ Ta _ a 

EE 
向 样 ,四 边 形 4s44s454s 的 对 边 dd 和 A5ds 上 的 两 个 力 zs 
一 和 oa 的 大 小 如 果 也 和 对 边 长 度 成 正比 ,也 可 以 用 在 另外 一 双 
对 过 444s 和 .dsds 上 的 两 个 力 Cs 和 aes 去 代 甸 ,使 得 


-> 一 一 ~ 
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Asds A134, A3ds A | 
于 是 整个 力 系 化 成 了 basisyaussazss 和 eae、dss, 除了 最 后 两 
个 力 人 ,其 余 各 个 力 的 作用 种 都 通 过 点 , 瑟 、 因 此 和 如果 我 们 能 
够 选择 加 内 接 太 边 形 甸 边 上 的 力 ,使 得 


.人 一 
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-那么 整个 力 系 的 合力 必定 通过 点 琅 , 因 为 这 时 吕 和 成 大 小 
相等 方向 相反 ,精采 五 相抵 销 . ， 
同样 ,再 考虑 要 求 合力 通过 也 ,GQ 两 点 时 ,又 可 得 一 系列 


对 


锁定 各 个 力 的 条 件 ， 


TR 一 
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CF) at, A 4 ds ds 机 ] 二 1 1 一 | 在 41 二 
了 入 FE 一 > 
x 1 ai fass | [as _ larl 他， 1 7 
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从 这 些 条 件 很 容易 看 出 ,我 们 应 孩 选择 各 个 力 大 小 如 下 。 
imal=ArAs* AsAe, lss{= Asds: AeAt 
lona i= AsAs - Aids, | as1—= AsAd1 AsAs. 
oo = A142s * AsAs, 1 a0 1= dd Asds. 

不 难 验 证 ,这 样 选 出 的 各 个 力 的 确 满足 上 面 所 有 的 条 件 ,因而 
整个 力 采 的 合力 (显然 关中) 饶 构 过 媚 , 也 可 过 已 和 人 .于 是 
于 .了 .G 在 一 条 过 加 上 . 

这 样 通 过 力学 的 者 虚 , 很 自然 地 证 及 了 巴 斯 加 定理 ,再 
入 FG 称 为 图 内 接 六 边 形 4BODEPF 的 一 条 巴 斯 加 吉 ， 上 
面 我 们 旦 考虑 圆 上 尖 个 点 依次 相 束 而 得 的 内 搂 六 边 形 。 我 们 
也 可 以 考 虚 不 依次 相连 而 得 的 六 边 形 , 这 样 的 六 边 展 一 其 有 
:60 个 。 每 个 这 样 的 六 边 形 都 相应 有 一 条 巴 斯 加 如 ,所 以 共有 
60 条 巴 斯 加 塘 。 在 图 30 中 .| 
的 志 边 形 41AyAs AsAsds 的 
也 斯 加 六 是 了 QR， 这 毕 婚 
“所 构成 的 图 象 鲁 为 十 九 世 各 
的 主 多 几何 学 家 所 注意 ,地 
_ 们 断 断 镇 重 发 现 了 不 少 有 趣 
-的 性 贸 , 例如 这 60 条 巴 斯 加 和 
条 , 依 某 一 种 租 合 ,三 三 交 于 图 30. 


一 点 , 称 为 施 太 秋 (Steiner) 点 ,这 样 的 点 有 20 个 。 又 依 另 一 
种 组 合 ,也 三 三 葡 于 一 点 , 称 为 山 克 门 (Kirkmann) 后 ,这 笠 的 
点 有 60 个 .而 每 一 个 秀 术 策 点 及 和 其 但 三 个 咒 克 门 点 在 一 
条 址 缠 上 ,这样 的 直 塘 吓 卡 列 - 雪 尔 门 (Cayley-Salmon) 粮 ， 
有 20 .条 , 这 20 条 依 某 种 组合 ,又 四 网 安 于 一 点 ,共有 15 个 这 
样 的 点 . 同样 20 个 施 赤 和 炳 点 依 某 种 组 合 , 驻 四 四 在 一 直 粹 

上 ,这 样 的 缕 也 有 15 条 ,等 等 。 这 些 定 理 的 证 明 固 然 不 算 很 

.简单 ,而 它们 的 能 够 被 < 发现” 更 不 容易 ,只 要 看 这 些 定理 的 出 
现 前 后 有 四 五 十 年 之 久 ,就 可 以 想象 到 发 现 考 们 的 劳动 如 何 
艰 昔 .可 是 如 时 我 们 使 用 前 面 所 说 的 力学 方法 , 郑 么 这 些 定 
理 的 证 明和 发 现 , 就 将 几乎 是 轻而易举 的 事 了 . 

我 们 所 举 药 一 些 例子 ,多 少 是 近 于 趣味 性 的 ,没有 任何 代 
下 性 ,就 象 60 条 巴 斯 加 召 所 构成 的 图 象 那 样 ,部 使 在 儿 何 学 
里 面 ,也 融 不 上 任何 重要 性 ， 我 人 的 虽 的 ,只 在 表明 玫 何 学 和 

力学 之 问 的 某 种 亲密 关 和 ,它们 的 帮助 古 相互 的 ,力学 对 于 几 
柯 学 和 数学 其 他 分 支 的 发 生 ,发展 起 过 下 大 的 刺激 作用 ,过 去 
是 这 样 ,将 来 还 会 是 这 样 . 


